Тема

ОПТИМАЛЬНЫЙ ПОРТФЕЛЬ 

ЦЕННЫХ БУМАГ

1 Постановка задачи об оптимальном портфеле

Финансовая операция (сделка) называется рискованной, если ее эффективность не полностью известна в момент заключения сделки.

Риск и эффективность при проведении финансовых операций взаимосвязаны, причем эта взаимосвязь в подавляющем большинстве случаев прямая, т.е. с увеличением эффективности финансовой операции риск этой операции возрастает.

Вполне очевидно, что риск является вероятностной оценкой, следовательно, при моделировании финансовых операций необходимо использование вероятностно-статистического аппарата.

Наиболее рискованными на финансовом рынке являются сделки, связанные с покупкой и продажей ценных бумаг.

Задача инвестора заключается в повышении эффективности вкладываемого капитала при уменьшении либо сохранении уже существующего уровня риска. Мировой практикой выработаны приемы, позволяющие в какой-то степени снизить риск при совершении сделок на финансовом рынке. Одним из приемов по снижению риска является диверсификация вклада, т.е. приобретение не одного, а нескольких видов ценных бумаг (векселей, акций разных корпораций, контрактов, опционов). Совокупность нескольких видов ценных бумаг в руках одного инвестора называют портфелем инвестора, или портфелем ценных бумаг.

Формирование оптимальной структуры инвестиционного портфеля зависит от знания ситуации на фондовом рынке и возможности ее прогнозирования. Единственно объективным, научно обоснованным способом такого прогнозирования является статистический анализ процессов, происходящих на финансовом рынке. Вероятностно-статистические методы прогнозирования экономических процессов рассматриваются в курсах экономико-математические методы и прикладные модели, финансовая математика. В данной же теме рассматриваются принципы наилучшего выбора структуры портфеля, т.е. способы распределения капитала между реализуемыми на рынке видами ценных бумаг.
2 Оптимальный портфель ценных бумаг

Постановка задачи об оптимальном портфеле.

Набор ценных бумаг, находящийся у участника рынка, назовем портфелем.

Доходность ценных бумаг за единицу времени измеряется отношением
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где P – современная цена акции; P’- цена акции через год.

Пусть xi - доля капитала, потраченного на покупку ценных бумаг i-го вида, а di - доходность ценных бумаг i-го вида. Найдем доходность всего портфеля dp. Через год капитал портфеля равен с одной стороны 
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Величина di является случайной величиной. Пусть в результате обработки статистической информации по этой случайной величине мы получили:

mi = M[di], Vi = D[di], ri = 
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Будем называть mi, ri соответственно эффективностью и риском i-го вида ценных бумаг. Через Vij обозначим ковариацию доходности ценных бумаг i-го и j-ого видов (или корреляционный момент Kij).
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dp также является случайной величиной, математическое ожидание которой находится по формуле


[image: image8.wmf]å

å

º

=

=

i

i

p

i

i

i

p

m

m

x

d

x

M

d

M

]

[

]

[

,

mp назовем эффективностью портфеля, а величину 
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 - риском портфеля rp, где 
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 называется вариацией. Пользуясь формулами матожидания и риска суммы операций, введенными в разделе 3.1, можно выписать формулы для эффективности и риска портфеля
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Портфель имеет две основные характеристики: эффективность mp и риск rp. Как правило, чем выше эффективность, тем выше риск. Поэтому лицу, принимающему решение (ЛПР) требуется сделать выбор между риском и эффективностью.

Между портфелями можно установить отношение доминирования. Будем говорить, что первый портфель с эффективностью mj и риском rj доминирует второй портфель с показателями m2 и r2, если m1 ( m2 и r1 ( r2 и хотя одно из неравенств строгое.

Недоминируемые портфели называются оптимальными по Парето или эффективными.

3 Диверсификация портфеля

Пусть в портфеле собрано N различных видов ценных бумаг. Рассмотрим дисперсию портфеля:
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В первой сумме N слагаемых, во второй – N(N-1). Пусть 
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, т.е. капитал распределен равными долями. Тогда: 
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Величина 
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 называется средней дисперсией ценных бумаг портфеля, а 
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Из формулы (3) видно, что если входящие в портфель ценные бумаги слабо коррелируют друг с другом, то дисперсия портфеля уменьшается с ростом числа входящих в портфель бумаг.

Если 
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Рассмотрим теперь как влияет корреляция на характеристики портфеля. Корреляция не влияет на эффективность портфеля mp, но влияет на вариацию. Пусть 
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Рассмотрим случай полной прямой корреляции (т.е. при изменении i-ой ценной бумаги изменяется и j–ая, причем прямо пропорционально ). Тогда 
[image: image27.wmf]1

k

ij

=

, поэтому

[image: image28.wmf]2

i

i

i

j

j

i

i

j

i

p

x

x

x

V

÷

ø

ö

ç

è

æ

=

=

å

å

å

s

s

s

.

Если, например, 
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Откуда следует, что если положить 
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. Т.о., при полной обратной корреляции возможно сформировать портфель с нулевым риском.
4 Портфель Марковица минимального риска

Задача состоит в том, чтобы при заданном уровне эффективности портфеля mp обеспечить минимальный риск. Т.о., математически задача формулируется следующим образом: 
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Ограничения 
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 могут накладываться и не накладываться. Если условие 
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 допускается, то это означает, что инвестор может проводить операции «короткой продажи» (short sale), которые состоят в том, что он не покупает ценные бумаги i-го вида, а получает их денежный эквивалент с обязательством поставить эти ценные бумаги через какое-то время.
5 Портфель Тобина

Здесь рассматривается специальный случай, когда на рынке имеются безрисковые бумаги (государственные ценные бумаги).

Пусть m0 - эффективность безрисковых бумаг, а x0 - доля вложенного в них капитала, тогда в рисковую часть портфеля вложена (1 – x0) часть всего капитала. Пусть mr - эффективность, Vr - вариация и rr - риск рисковой части.

В предположении, что безрисковые бумаги не коррелируют с остальными, легко найти, что 
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Задача Марковица в этом случае принимает вид:
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6 Портфель Марковица и Тобина максимальной эффективности
В данном случае ставится задача формирования портфеля максимальной эффективности, имеющего риск не  более заданного. Тогда задача записывается в виде:
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при условии, что
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 при условии 
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